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Morten Blomhgj:

Den faldende golfbold

Her betragter vi en golfbold, der falder lodret mod jorden, se figur 1. Vi gnsker at opstille en
model, der kan beregne boldens hgjde over jorden som funktion af dens faldtid og derfor kan
bruges til at besvare spgrgsmalet:

Hvor lang tid gar der inden en golfbold, der falder fra 10 meters hgjde, rammer jorden, og
hvad er dens hastighed, nar den rammer jorden?

Vi udnytter idéen med at se pa, hvad der sker i lgbet af et lille tidsinterval, At. Hvis vi kender
boldens position og hastighed til et bestemt tidspunkt, er det oplagt, at vi kan regne ud, hvor
bolden er et lille gjeblik senere. Denne situation er vist i figur 1.

1. positain

2. position mg

Figur 1: Viser golfbolden i to forskellige positioner. Position 1 til tiden t og position 2 til tiden t+At.

Det er oplagt, at bade boldens hastighed og dens position @&ndrer sig kontinuert med tiden.
Hvis vi i farste omgang ser bort fra luftmodstanden og vindpavirkningen, pavirkes bolden
under faldet kun af tyngdekraften. Vi har altsa brug for at kunne holde styr pa, hvordan bade
hastigheden og positionen &ndrer sig under faldet. Det kan vi illustrere ved et kompartment-
diagram som vist i figur 2, nar vi vaelger at regne hastigheden i retning lodret mod jorden for
negativ.

Hastigheden, v(t), &ndres gennem acceleration, og da bolden kun er pavirket af tyngdekraften,
er tilstramning til v(t) konstant g. Af fortegnet pa indstremningen fremgar det, at vi regner
accelerationen og dermed ogsa hastigheden i retning mod jorden for negativ.



Morten Blomhgj: Den faldende golfbold
www.matemalOk.dk
Side 2 af4

-9
> v(t)
¥
v(t)
> s(t)

Figur 2: Viser to koblede kompartments. Et for hastigheden, der har en konstant indstremning pa minus tyngde-
accelerationen, -g = -9,82 m/sek?, og et for positionen, hvor indstremningen er givet ved den aktuelle hastighed,

v(t).

Hvis vi veelger At sa tilpas lille, at vi med god tilnaermelse kan regne, som om hastigheden er
konstant i dette tidsrum, kan vi efter ”ind — ud princippet” opskrive fglgende differenslignin-
ger:

v(t+At) =v(t)— g At
S(t+ At) = s(t) + v(t) At

Ligningen for v gaelder eksakt under de givne forudsatninger fordi de netop sikre at accelera-
tionen er konstant —g. Ligningen for s geaelder derimod kun med god tilnaermelse. Hver gang vi
beregner en ny position, begdr vi en lille fejl, fordi boldens hastighed gges i lgbet af tidsskrid-
tet At, men vi kan gere denne fejl sa lille vi gnsker ved veelge At passende lille.

Ligesom i eksempel 1 kan vi beregne udviklingen af v og s i et regneark. Det kreever dog, at vi
kender en begyndelsestilstand for golfbolden. Vi kan f.eks. blot velge at starte beregningerne
til tiden t = 0 og sette v(0) = 0 og s(0) = 10 m. Det svarer altsa til en situation, hvor golfbol-
den bliver sluppet i en hgjde af 10 m og falder mod jorden. Figur 3 viser resultaterne fra et
sadant regneark.
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At 0,10
9 -9,82
t (sek) v (m/sek) s (m)
0,00 0,00 10,00
0,10 0,98 10,00 15,00
020  -1,96 9,90
030  -2,95 9,71 10,00
040  -3,93 9,41 \
050  -491 9,02
060  -589 853 | ~ 200
070  -6.87 794 | & \
0,80 7,86 7,25 “ 0,00 ‘ ‘
0,90 -8,84 6,46 0,00 0,50 1,00 1.5}\ 2,00
100  -9,82 5,58
110  -10,80 4,60 -5,00
120 -11,78 3,52 \
130  -12,77 234 -10,00
140  -1375 1,06 tid (sek.)
150 -1473  -0,31
160 -1571  -1,78
170  -1669  -3,36
180 -17.68  -502
190 -1866  -6,79
200 -19,64  -8,66

Figur 3: Regneark for differensligningerne for hastighed og position af golfbolden. Grafen viser faldstreekningen
som funktion af faldtiden.

Ifalge modellen rammer bolden altsa jorden efter knap 1,5 sek. med en fart pa 14,5 m/sek. Vi
kan se, at i modellen fortsetter bolden med at falde, hvilket selvfglgelig skyldes, at det ikke
indgar i modellen, at s ikke kan blive negativ, og hvad der sker, nar bolden rammer jorden.
Den model, vi har opstillet, er med andre kun gyldig, s leenge s(t) er positiv.

@velse 1: Lav selv et regneark mage til det, der er vist i figur 3. Man skal kunne @ndre pa
tidsskridtet, At. Brug regnearket til at beregne med tre decimaler, hvornar og med hvilken
hastighed bolden rammer jorden, nar den slippes i 10 meters hgjde.

@velse 2: Hvis man omskriver differensligningerne for golfbolden til differentialligninger pa
samme made som i eksempel 1, kan man fa fglgende differentialligning for s’(t):

s'(t)=—gt og det betyder, at s(t) ma have formen: s(t)=—-1gt*+k
Beregn k saledes at startbetingelsen s(0) = 10 er opfyldt, og tegn grafen for s(t) givet ved den-

ne forskrift i samme koordinatsystem som differensligningen for s(t). Eksperimenter med for-
skellige veerdier af At og forklar, hvad det betyder for forskellen mellem de to grafer.



Morten Blomhgj: Den faldende golfbold
www.matemalOk.dk
Side 4 af 4

@velse 3: Hvis man i stedet for differensligningen: s(t + At) =s(t) +v(t) At bruger ligningen
s(t+ At) =s(t) +2 (v(t) + v(t + At))At til at fremskrive boldens position, tager man hgjde for at

hastigheden a&ndrer sig i tidsintervallet At. Det svarer nemlig til, at man bruger gennemsnits-
hastigheden over intervallet i stedet for at bruge hastigheden i starten af intervallet. Forklar
hvorfor, og indtast derefter denne differensligning for s i regnearket, og sammenlign igen gra-
fen for funktionsforskriften fra gvelse 2. Hvad sker der nu, nar man andrer pa At?

@velse 4: | en hgjde af 2 meter over jorden males en golfbolds lodrette fart til 19 m/sek. Fra
hvilken hgjde er bolden faldet? Og hvor laenge har den vaeret pa vej mod jorden? Hvordan kan
I bruge modellen til at svare pa disse spgrgsmal?

@velse 5: Prav at udbygge modellen for golfbolden séledes, at den ogsa tager hgjde for luft-
modstanden. Luftmodstanden er en kraft, der virker modsat beveegelsesretningen. Man kan
f.eks. antage, at denne kraft er proportionel med den aktuelle hastighed i anden potens. Udbyg
kompartmentdiagrammet i figur 2 med luftmodstanden og opstil de tilhgrende differenslig-
ninger. Udfar evt. nogle faldforsgg med forskellige bolde eller kageforme af papir og forsgg
at bestemme luftmodstandskoefficienter, sa modellens resultater kommer til at passe bedst
muligt til maledata.



